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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza la implementación de un prototipo de laboratorio
para un oscilador con impactos (Bouncing - Ball), como una manera de verificar
experimentalmente el comportamiento dinámico complejo de un sistema mecánico
con colisiones inducidas. Para construir el prototipo de laboratorio se tomó como
criterio la generación de una solución experimental simple y de bajo costo que
permitiera caracterizar el comportamiento dinámico de un sistema no-lineal. Un
modelo matemático equivalente para el oscilador con impactos se obtuvo a partir
de la combinación de los movimientos de caída libre (o estado libre) de la
partícula y el armónico simple de la superficie de contacto. Resultados numéricos
y experimentales permitieron verificar en el diagrama estroboscópico de la fase de
impacto respecto a la frecuencia de oscilación, la aparición de patrones de
aperiodicidad seguidos por ventanas con comportamiento periódico, muy comunes
para

este

tipo

de

sistemas

discontinuos.

El

modelo

permitió

replicar

cualitativamente el comportamiento del prototipo experimental. La diferencia
cuantitativa de los resultados se justifica ante todo en la complejidad de la
dinámica representada por la discontinuidad de las trayectorias, al igual que
debido a dinámicas no modeladas relacionadas con efectos de fricción.

PALABRAS CLAVE: Diagrama estroboscópico, Modelo matemático, Oscilador
con impactos, Prototipo experimental, Sistema no-lineal.
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GLOSARIO

BB: Bouncing - Ball. Se refiere al experimento en el cual una partícula se
deja caer en una superficie horizontal y plana, la cual se mueve bajo
parámetros de amplitud y frecuencia.

CAIDA LIBRE: Efecto que recae sobre una partícula cuando la única fuerza
que actúa sobre ella es su peso.

DAE: Ecuación Diferencial Algebraica (Differential Algebraic Equation).
DIAGRAMA ESTROBOSCÓPICO (DE BIFURCACIÓN): Herramienta para
el análisis de sistemas dinámicos que permite observar los cambios
cualitativos en sistemas dinámicos, en dónde existe un parámetro el cual
hace que la estructura cualitativa de un sistema pueda cambiar.

M.A.S: Movimiento Armónico Simple.

ODE: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (Ordinary Differential Equations).

ODE15s: Función integradora de ecuaciones diferenciales, para resolver
problemas tipo stiff y con una precisión media-baja.

r: Coeficiente de restitución.

SOLVER: Hace referencia a los distintos métodos de integración de
ecuaciones diferenciales necesarios para resolver problemas de diversa
índole.
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1. INTRODUCCIÓN
La automatización está ligada al problema del control; este último depende a su
vez del entendimiento de las características dinámicas manifestadas por el
sistema a controlar. Si estas dinámicas son no-lineales o discontinuas, las técnicas
empleadas a nivel de análisis y manipulación de su comportamiento, implican la
incorporación de condiciones particulares muchas veces ligadas a la aplicación
específica. Como un caso representativo, las dinámicas discontinuas pueden
abordarse mediante los denominados modelos suaves-a-trozos (Piecewisesmooth systems: PWS). Estos sistemas o modelos PWS, se conciben a partir de
un campo vectorial continuo interactuando con leyes de frontera que causan
discontinuidades en cierta dirección o alguna de sus derivadas. Un tipo particular
de PWS es el oscilador con impactos, representado en su forma más simple como
una masa que oscila armónicamente colisionando eventualmente con una
superficie rígida (también conocido como Bouncing- Ball). Algunos estudios han
demostrado que un sistema como el anterior, permite visualizar comportamientos
complejos tales como regímenes de aperiodicidad y Caos.

La información de la dinámica compleja recolectada de sistemas complejos como
el Bouncing-ball, permite desarrollar nuevas técnicas y mejorar las existentes,
respecto a la utilización de modelos no-convencionales para el estudio de
sistemas prácticos a nivel de Ingeniería. Algunos trabajos representativos incluyen
aplicaciones de osciladores con impactos en: cajas de engranajes, estructuras
civiles y herramientas de corte, entre otras.

Sin embargo, según conocimiento de los Autores (incluido el director de la
propuesta), ni en Colombia, ni en la Universidad de La Salle existen antecedentes
recientes respecto a la verificación experimental de dinámicas complejas en
sistemas discontinuos como los osciladores con impactos. Por tanto, el presente
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trabajo se justifica en la novedad y pertinencia que para el área de modelamiento y
simulación de sistemas dinámicos ofrece el sistema analizado.

1.1.

PLANTEAMIENTO Y DEFINICIÓN DEL PROBLEMA

La dinámica de sistemas continuos (entre ellos los lineales), ha sido ampliamente
utilizada para explicar fenómenos del mundo físico aplicados a ciencias e
ingeniería. Sin embargo, estas técnicas carecen de efectividad cuando se incluyen
condiciones de frontera que implican un cambio repentino en algunas variables,
como pueden ser velocidades o aceleraciones después de una colisión. En
mecánica por ejemplo, se estudian los fenómenos de colisión para prevenir
desgaste de piezas interactuantes en mecanismos como herramientas de corte;
también para estudiar condiciones de estabilidad en robots bípedos o trayectorias
de manipuladores. Estudiar el comportamiento dinámico de estos cuerpos y en
particular la complejidad que representan dichas dinámicas discontinuas, es un
problema escalable al de estudiar la interacción de una partícula con una
superficie rígida. A pesar de existir una reciente teoría para el análisis y control de
sistemas dinámicos discontinuos, la comunidad científica relacionada con el tópico
reconoce que aún se carece de resultados de validación a nivel experimental para
las mismas.

Se constituye entonces en un reto interesante para un proyecto de grado a nivel
de pregrado, la verificación experimental de las dinámicas complejas de un
sistema mecánico con colisiones inducidas.
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1.2.

OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL
Diseñar, simular y construir un prototipo de laboratorio para osciladores con
impactos

OBJETIVOS ESPECIFICOS
Diseñar y construir un prototipo de laboratorio para un oscilador del tipo:
“Bouncing - Ball”

Obtener un modelo matemático que permita capturar cualitativamente la
información dinámica del prototipo

Verificar experimentalmente el comportamiento dinámico periódico y
posibles regímenes de aperiodicidad predichos por el modelo

14

2. DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DEL SISTEMA
En el presente capítulo se indican las diferentes etapas de elaboración de un
prototipo

de

laboratorio

constituido

para

capturar

cualitativamente

el

comportamiento dinámico exhibido por una partícula (bola) que rebota sobre una
superficie con movimiento periódico sinusoidal.

2.1. SELECCIÓN DE ELEMENTOS Y CONSTRUCCIÓN DEL PROTOTIPO
Para diseñar y construir el prototipo de laboratorio se tomó como criterio la
generación de una solución experimental simple y de bajo costo para caracterizar
el comportamiento dinámico de un modelo no-lineal, reutilizando elementos de
fácil consecución que mediante acoplamiento artesanal permitieran recrear en un
entorno práctico los procedimientos de actuación y sensado sobre un oscilador de
impactos (tipo Bouncing - Ball) tal y como se describe a continuación
.
2.1.1. DIAGRAMA DE
EXPERIMENTAL

BLOQUES

Figura 1: Bloques funcionales del sistema

FUENTE: LOS AUTORES
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FUNCIONAL

DEL

PROTOTIPO

La Figura 1, ilustra la representación en diagrama de bloques de las partes
fundamentales que constituyen el sistema. La función para cada bloque, al igual
que una descripción de los elementos seleccionados para realizar su
implementación, se resume como sigue:

Generador de Ondas: representa la forzante del sistema o señal de
entrada que incorpora información periódica en el modelo. Para efectos de
visualización, se requiere un valor ajustable en los principales parámetros
de la señal periódica generada. En particular, se requieren amplitud y
frecuencia variables. El dispositivo seleccionado para realizar dicha tarea es
el generador de señales GW Instek SFG-2110. La forma de onda aplicada
como entrada o forzante del sistema, es de tipo sinusoidal con valores de
amplitud en el rango 0.95V-3.3V y de frecuencia 25-45 Hz. La Figura 2
ilustra el dispositivo empleado para la etapa de generación de ondas.

Figura 2: Generador de señal empleado como entrada del sistema

FUENTE: Hoja de Datos del Fabricante
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Amplificador de audio: dispositivo que permite aumentar los niveles de
energía de la señal aplicada como entrada al sistema por parte del
generador, de manera que este último no presente sobre-corrientes al
momento de acoplarse a los dispositivos restantes en el esquema del
prototipo experimental. En otras palabras, además de amplificar la señal de
entrada al sistema representa un dispositivo de acople o protección para el
generador de señal. El dispositivo seleccionado para realizar esta labor es
el amplificador comercial X-DELUX SL-2600, el cual posee una potencia de
salida por canal de 3 W, e impedancia de 4 Ω. La Figura 3 ilustra el
dispositivo empleado para la etapa de amplificación de audio.

Figura 3: Amplificador de audio para mejorar niveles de entrada al sistema

FUENTE: LOS AUTORES
Parlante: dispositivo que representa el movimiento de la superficie de
contacto de la bola. Debido a sus características físicas, la señal de
oscilación amplificada inducirá un campo electromagnético que afectará el
movimiento de las partes mecánicas del dispositivo haciendo que por
consiguiente sea posible variar la amplitud y la frecuencia de sus
movimientos. Se seleccionó un parlante tipo WOOFER (indicado para el
17

rango de frecuencias bajas empleado) con impedancia de 8Ω, lo cual
permitirá aplicar señales de amplitud considerable en voltios sin correr el
riesgo de malograr el dispositivo o la etapa de amplificación a la cual se
acopla. La Figura 4 ilustra el parlante seleccionado para acoplarse a la
salida del amplificador.

Figura 4: Parlante seleccionado para emular el movimiento de la superficie
de contacto

FUENTE: LOS AUTORES
Cristal piezoeléctrico: empleando el bien conocido “efecto Curie” este
dispositivo transforma las vibraciones mecánicas en su superficie en
pequeños estímulos eléctricos proporcionales a dicho movimiento. Por
tanto, si dicho movimiento se induce a partir del rebote de la bola entonces
podremos sensar eléctricamente el instante de los rebotes y de esta
manera tener una medida aproximada del movimiento de la partícula en el
sistema. Para ello entonces se fija el dispositivo piezoeléctrico a la
superficie de contacto (cono del parlante) se manera que no impida el libre
movimiento de la misma y al mismo tiempo permita capturar la información
correspondiente al rebote. En la Figura 5, se visualiza el dispositivo
piezoeléctrico seleccionado al igual que el método de acople utilizado hacia
el parlante.
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Figura 5: Dispositivo piezoeléctrico empleado para capturar información del
rebote

FUENTE: LOS AUTORES
Como partícula (bola) se seleccionó una pelota de ping-pong (plástica, rellena
de aire) con dimensiones aproximadas de 1.135 cm de radio y peso 0.8 g.
Análogamente, a favor de confinar el movimiento de la bola en una trayectoria
vertical, se hace uso de un tubo de vidrio de dimensiones 23 cm de alto con
radio interno de 11.83 cm. La Figura 6 ilustra una imagen del movimiento de la
bola rebotando verticalmente en el espacio destinado para tal fin.
Figura 6: Trayectoria vertical de la bola rebotando al interior de un tubo de
vidrio

FUENTE: LOS AUTORES
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Nótese que para evitar fricción por el aire acumulado (comprimido) tras el
movimiento de la bola, se ha dejado un espacio de aproximadamente 0.8 cm
entre la superficie de contacto (piezoeléctrico sobre parlante) y la parte inferior
del tubo. Dichas medidas impiden que la bola salga fuera de la trayectoria
confinada por el tubo de vidrio. La Figura 7 ilustra en detalle este último punto.

Figura 7: Espacio entre la superficie de contacto y la parte inferior de vidrio
para movimiento de la bola

FUENTE: LOS AUTORES
Finalmente, el conjunto parlante - piezoeléctrico - tubo de vidrio, se organizó en
una base de madera como ilustra la Figura 8. El parlante se montó sobre una
caja de dimensiones 16 cm de alto por 31 cm de ancho y 21 cm de
profundidad, con el objetivo de aumentar la capacidad de propagación acústica
de las ondas mecánicas generadas. El tubo de vidrio se fijó mediante una
abrazadera con un arreglo de tornillos que permiten graduar su altura.
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Figura 8: Disposición de elementos encargados de facilitar el movimiento de la
bola: (1) parlante (2) piezoeléctrico (3) bola (4) tubo de vidrio

FUENTE: LOS AUTORES
Tarjeta de adquisición: dispositivo empleado para almacenar digitalmente la
información correspondiente a la entrada y salida del sistema representadas
respectivamente por la señal del generador y la medida del piezoeléctrico. Se
empleó una tarjeta de adquisición del tipo NI-DAQ NI USB-6212. Este
dispositivo permitió emplear 4 entradas análogas configuradas en modo
diferencial para adquirir las señales previamente mencionadas desde un PC,
empleando la herramienta de software LABVIEW® comercializado por el
fabricante del sistema de adquisición de datos. La Figura 9 ilustra el dispositivo
de adquisición empleado. La Figura 10 indica las conexiones empleadas para
capturar los datos respectivos tanto la conexión del generador (a) como la
conexión del piezoeléctrico (b).
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Figura 9: Dispositivo de adquisición empleado

FUENTE: Hoja de datos del fabricante.
Figura 10: Diagrama de conexiones para tarjeta de adquisición: (a) Conexión
general (b) Detalle conexión

(a)
FUENTE: LOS AUTORES
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(b)
FUENTE: LOS AUTORES
Tanto el piezoeléctrico como el parlante tienen una salida análoga de voltaje y
una tierra. Las entradas fueron escogidas arbitrariamente y su conexión es
RSE (Referenced Single-Ended) lo que significa que no están conectadas a
tierra “física”.
Computador de escritorio: dispositivo empleado para almacenar y
procesar los datos capturados mediante procedimientos experimentales,
donde al variar características de la señal de entrada (amplitud y
frecuencia) se busca obtener información de las características de variación
en la salida. Para dicha labor se empleó un computador de escritorio de
referencia Dell Precision WS390 con 3,50 GB de memoria RAM, un
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procesador de 2.67 GHz, corriendo sobre sistema operativo Windows XP®.
La Figura 11 ilustra el equipo de cómputo empleado.
Figura 11: Dispositivo para almacenamiento y proceso de datos

FUENTE: DELL.COM
Una vez acoplados todos los elementos anteriormente descritos, se constituyó el
sistema experimental que se visualiza en la Figura 12.
Figura 12: Prototipo experimental constituido: (1) generador de ondas, (2)
amplificador de audio, (3) parlante, (4) cristal piezoeléctrico, (5) tarjeta de
adquisición de datos, (6) computador de escritorio

FUENTE: LOS AUTORES
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2.2. PROCEDIMIENTO DE CAPTURA DE DATOS

Con el prototipo construido, se debe proceder a la captura de información que
permita ejecutar una caracterización del comportamiento dinámico del sistema. Lo
anterior se consigue capturando información de la posición de la bola a partir de
las colisiones de la misma con la superficie de contacto. En otras palabras, se
mide la periodicidad del rebote de la bola ante cambios de amplitud y frecuencia
en el movimiento oscilatorio de la superficie. Todo lo anterior se desarrolla a partir
de un VI (virtual instrument) construido en LabView®, y que posee la estructura
lógica presentada en la Figura 13. La captura de datos se realizó configurando el
sistema de adquisición a una tasa de muestreo de 1000 muestras por segundo.
En esencia se realiza un almacenamiento de las señales digitalizadas con el
sistema de adquisición en forma de hoja de datos de Microsoft Excel®. Para ello
se inicia la ejecución de oscilación de la superficie de contacto y se desprecian los
primeros 60 segundos de la adquisición para eliminar transitorios. Como señales
de interés se adquirió y almacenó información de la forzante (generador), de la
respuesta del sistema (colisión de la bola con piezoeléctrico) y del vector de
tiempo en el cual ocurrieron los diferentes eventos. El procedimiento experimental
desarrollado para captura de datos se ilustrará en el capítulo 4.
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Figura 13: Diagrama de flujo para rutina de captura de datos desarrollada en
LabView®

FUENTE: LOS AUTORES
La Figura 14 muestra un ejemplo de las forma de onda capturadas por la interfaz
de adquisición desarrollada para las señales del generador y del piezoeléctrico
(visualización en Matlab® de los datos capturados en LabView® y almacenados
en Microsoft Excel®). Un resumen de otros resultados significativos obtenidos tras
desarrollar procedimientos experimentales de captura de datos con las rutinas
ilustradas, se presentará en el capítulo 4.
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Figura 14: Ejemplo de conjunto de datos capturado para las señales del generador
(a) y el piezoeléctrico (b) cuando la frecuencia de oscilación de la superficie
corresponde con 29 Hz

(a)

(b)
FUENTE: LOS AUTORES
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2.2.1. POST-PROCESO DE DATOS

La información capturada en LabView® fue analizada fuera de línea a través de
Matlab®. El objetivo fundamental de este post-proceso de datos fue determinar la
fase de los impactos detectados durante la colisión de la bola con la superficie,
ante diferentes frecuencias de oscilación de la misma. El algoritmo implementado
para obtener tal información de fase de impactos se ilustra en la Figura 15.
Figura 15: Diagrama de flujo para rutina de post-proceso de datos desarrollada en
Matlab®

FUENTE: LOS AUTORES
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Una vez los datos son adquiridos es necesario realizar un “filtro” el cual permitirá
obtener la información necesaria de la totalidad de los datos. En cuanto a la
detección de fase es necesario distinguir los datos del piezoeléctrico y del
generador, siendo el tiempo y la posición de la detección factores básicos para
poder realizar su distinción. Una vez obtenidos los datos por separados es
necesario guardar los datos nuevos.
En el piezoeléctrico los datos son separados mediante la función MODULO, la
cual se encarga de separar los datos por sus distintas fases

por el tiempo y

frecuencia en que ocurrieron las colisiones contra el piezoeléctrico. Una vez listos
los datos se realiza el último proceso que es realizar el diagrama estroboscópico
basados en la fase y en la frecuencia en la que ocurrieron impactos.
En esencia el procedimiento de post-proceso de datos busca determinar el
instante en el cual ocurren las colisiones de la bola con la superficie de contacto.
Para ello, y debido a las condiciones de amplitud de la señal del piezoeléctrico (del
orden de los milivoltios) fue necesario aumentar los cambios en dicha onda a partir
de procesos de derivación y elevación al cuadrado del vector de datos
correspondiente. Sobre dichos datos procesados se aplicó un criterio de umbral,
en el cual se determinó el máximo pico obtenido y aquellos con un valor
porcentual superior al 30 % del máximo fueron considerados picos válidos de
impacto. De esta manera se determinaron los instantes del tiempo en los cuales
ocurrieron los impactos y posteriormente se realizó una marca sobre la señal del
generador en el mismo tiempo para indicar la fase dentro de la oscilación en la
cual ocurrieron dichos eventos.
La Figura 16 ilustra el resultado para post-proceso de datos de la señal del
piezoeléctrico cuando la frecuencia de oscilación es 29Hz. Nótese la aparición de
picos indicando los instantes de colisión.

29

Figura 16: Post-proceso de datos sobre señal del piezoeléctrico

FUENTE: LOS AUTORES
La Figura 17 muestra la posición para dichos impactos detectados, sobre la señal
correspondiente a la oscilación aplicada por el generador. Se observa de la
anterior figura el patrón irregular del movimiento, característico de un sistema
discontinuo. En particular se nota acumulación de eventos principalmente en la
parte superior de la onda senoidal que ocurren con periodicidad menor a la
frecuencia de la forzante (es decir ocurren algunas oscilaciones sin impacto).
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Figura 17: Localización de impactos sobre la señal periódica generada como
entrada al sistema: (a) ventana de 5 segundos mostrando eventos detectados; (b)
detalle de algunos periodos de forzante mostrando localización de impactos

(a)
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(b)
FUENTE: LOS AUTORES

Un resumen de otros resultados significativos obtenidos tras desarrollar
procedimientos de post-proceso de datos experimentales con las rutinas
ilustradas, se presentará en el capítulo 4.
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3. OBTENCIÓN Y ANÁLISIS DEL MODELO MATEMÁTICO DEL SISTEMA
El presente capítulo ilustra la manera de adquirir información del comportamiento
dinámico de una bola que rebota en una superficie con movimiento periódico, a
partir de la generación de un modelo matemático y la posterior configuración de
rutinas de cómputo para realizar sobre el mismo modelo tareas de análisis
numérico.

3.1. MODELO MATEMATICO DEL OSCILADOR CON IMPACTOS
El modelo matemático del oscilador con impactos se basa en la combinación de
dos movimientos bien conocidos en el campo de la física: la caída libre
(movimiento de la partícula, en este caso la bola) y el movimiento armónico simple
(de la superficie de contacto).

3.1.1 MOVIMIENTO DE LA PARTÍCULA
“Si la única fuerza significativa que actúa sobre un objeto, cerca de la tierra es su
peso, se dice que está en caída libre” (Serway, 2004). Por tanto, considerando
esta premisa para el movimiento de una bola que cae libremente bajo la acción de
la gravedad, la ecuación que describe la altura en el tiempo durante la caída viene
dada por:

(1)

Siendo: y (t) la altura del objeto, y’ (0) t la velocidad inicial, y (0) la posición inicial y
t el tiempo.
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Siendo g = 9.81 m/s2 la aceleración debida a la fuerza de gravedad tomando un
marco de referencia positivo hacia arriba y donde los efectos de fricción con el aire
han sido despreciados.

Ahora bien, debido a que se considera el movimiento de una bola que cae
libremente pero rebota en una superficie rígida, inicialmente fija a una altura
y = σ < y (0) (siendo σ un valor de referencia, ver Figura 18 y Figura 19) debemos
considerar el efecto de las colisiones y por tanto la ecuación (1) será válida antes
o después del contacto pero no durante la colisión. En el momento del choque, la
posición instantánea no cambia, mientras que la velocidad inmediatamente
posterior al impacto será opuesta en dirección y con magnitud proporcional a la
disipación energética; es decir “–r” veces la velocidad antes del impacto, siendo “0
< r < 1” un coeficiente de restitución (“r = 1” para un choque perfectamente
elástico; “r = 0” para un choque perfectamente inelástico). Por tanto, el conjunto de
ecuaciones que describe el movimiento de una partícula (bola) que rebota sobre
una superficie se representa por medio de la expresión discontinua (Alzate, 2011)

(2)

(3)

Donde la ecuación (2) representa el movimiento libre de la bola para t > t0,
mientras (3) representa el instante de colisión en t = t0. Así, cuando la altura de la
bola vuelva a ser y (t1) = σ para un cierto t = t1 > t0, se constituirá un nuevo impacto
y se deberá recalcular la velocidad a partir de (3) y con ello evaluar (2) hasta la
nueva colisión. El proceso se realiza de manera iterativa hasta alcanzar el

34

contacto entre la partícula (bola) y la superficie. La figura 18 ilustra la evolución de
la trayectoria. Nótese que se excluye la posibilidad de penetración con la
superficie; es decir y (t) ≥ σ para todo valor admisible del tiempo.

Figura 18: Rebote de la partícula sobre una superficie plana

FUENTE: LOS AUTORES

3.1.2 MOVIMIENTO DE LA SUPERFICIE
Asumiendo que la superficie sobre la cual rebota la bola se mueve de manera
periódica en modo sinusoidal, la posición del punto de contacto en el tiempo
seguirá una trayectoria descrita por un movimiento armónico simple (M.A.S) de la
forma:

(4)
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Donde x (t) es la posición de la superficie en el tiempo, A es la amplitud de
oscilación, ω = 2πf es la frecuencia angular,

es la fase inicial de la onda

periódica y σ es el valor medio de la oscilación o para nuestro caso, la altura de
rebote cuando A = 0 (Ver Figura 19).

Figura 19: Movimiento oscilatorio de la superficie de contacto

σ

FUENTE: LOS AUTORES

De esta manera asumiendo fase inicial cero y valor medio cero, la posición,
velocidad y aceleración de la superficie de contacto se describen respectivamente
a partir de las ecuaciones:

(5)

3.1.3 MOVIMIENTO COMBINADO
El sistema bola-superficie se representa mediante la acción combinada de los dos
movimientos anteriormente considerados de manera independiente. A partir de
ello se genera un movimiento relativo (ver Figura 20) estudiado en términos de la
ley fundamental de fuerzas dada por la segunda ley de Newton:
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(6)

Donde se analiza un movimiento relativo a partir de la variable:

(7)

Con correspondientes velocidades y aceleraciones relativas:

(8)

Por tanto, reemplazando las ecuaciones (5) y segunda derivada de (1) en (8)
permiten obtener:

(9)

A partir de lo cual se deriva la siguiente ecuación diferencial:

(10)

Que describe el comportamiento dinámico del sistema combinado en términos de
la variable relativa q (t). Es decir, integrando dos veces la expresión no-lineal (10)
sujeta a las condiciones sobre la variable dependiente impuestas por (2) y (3),
será posible realizar una simulación del comportamiento del sistema tal y como se
describe en el numeral 3.3.
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Figura 20: Movimiento relativo del sistema bola + superficie

FUENTE: LOS AUTORES

3.2 PARÁMETROS DEL SISTEMA
Para proceder a resolver numéricamente la ecuación diferencial (10) sujeta a las
restricciones (2) y (3), es necesario definir valores de parámetro que dependen de
la realización física experimental del sistema descrita en el capítulo 2.

3.2.1 PARÁMETROS DE LA PARTÍCULA
Como se observa en las ecuaciones (9) y (10), el efecto de la masa es irrelevante
en la dinámica del sistema. Por tal razón no se requiere una estimación para m.
El coeficiente de restitución “r” es quizás el parámetro más importante para
asegurar una concordancia entre resultados experimentales y de simulación. El
valor de “r” en general depende de la velocidad de colisión. El procedimiento de
identificación para valores de “r” se describe en el ANEXO B1.
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Como se observa en la Figura 21, la altura inicial utilizada en los procedimientos
experimentales corresponde aproximadamente a y (0) = 0,23 [m] = 23 [cm]. Esta
altura está dada por la interacción entre la superficie de contacto y la partícula, ya
que debido a la baja densidad de la partícula utilizada, la altura alcanzada por esta
en las pruebas de calibración iniciales tenía un valor máximo de aproximadamente
15 cm. Como factor de seguridad se estableció el valor de 23cm, que es la altura
del tubo de vidrio empleado para confinar verticalmente la trayectoria de la bola en
el rebote.

Figura 21: Altura inicial de la partícula

FUENTE: LOS AUTORES
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3.2.2 PARÁMETROS DE LA SUPERFICIE
Como se observa en la Figura 22, la amplitud de oscilación está limitada al rango
de variación del cono del parlante. Por esta razón, se empleó para efectos de
simulación el valor A = 0,002 [m] = 2 [mm].
Otro parámetro importante es la frecuencia angular ω, la cual se seleccionó para
simulación

en

valores

equidistantes

[ω min, ω Max] = 2π * [25, 40] [rad/s].

de

0.01

[rad/s]

en

el

rango

En la misma medida y tal como se indicó en

la ecuación (5) el valor medio considerado para las simulaciones será σ = 0.

Figura 22: Amplitud de oscilación de la superficie

FUENTE: LOS AUTORES
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3.3 IMPLEMENTACIÓN DEL SIMULADOR
Para resolver numéricamente la ecuación diferencial dada en (10) con las
restricciones (2) y (3), se hace uso de los métodos de integración para ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODE Solver) disponibles en el paquete de software
MATLAB®. Una descripción de los métodos, al igual que el modo de realizar
llamado a funciones en el mismo, puede ser consultada en el Anexo A.

Es conveniente indicar como detalle técnico que debido a las características de la
solución del problema considerado, el cual representa una ecuación diferencial
rígida (stiff) consecuencia de los grandes cambios de valor que presenta la
solución en el infinitesimal de tiempo del impacto, ha sido necesario emplear la
función ODE15s dentro del espectro posible de opciones de integración. Ahora
bien, retornando al problema de implementación del simulador, el integrador ODE
de MATLAB® resuelve ecuaciones en la forma:

(11)

Es decir, dado un conjunto de condiciones iniciales p (0), se resuelve p (t)
mediante integración numérica del problema de valor inicial para f (p). Luego, si se
define el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden a partir de
(10):
(12)

(13)
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Entonces, al integrar la expresión (13) para un vector de condiciones iniciales
p (0) = [q (0), q’ (0)]

T

se determinarán las trayectorias correspondientes a la

posición y velocidades relativas del sistema dadas por (12).

Es importante señalar en este apartado que debido a las condiciones establecidas
por (2) y (3) sobre las ecuaciones que describen el modelo, es necesario detener
la integración cuando a partir de una condición inicial (q(t0) > 0, es decir y(t0) >
x(t0)), para un cierto t ≠ t0, se alcanza la condición de contacto o colisión q(t) = 0.
Lo anterior se consigue detectando los instantes del tiempo de integración en los
cuales la respuesta parcial para p1 (t) en (12) se hace cero.
Este resultado se consiguió aprovechando la propiedad “event” del integrador
ODE15s de MATLAB®. Para una descripción detallada de dicha propiedad se
recomienda consultar la referencia y el Anexo A.

Finalmente, sumando las ecuaciones contenidas en (5) al resultado de integración
de la ecuación (13), es posible obtener el vector solución en coordenadas
absolutas (posición y velocidad de la bola) a partir de:

(14)

Un diagrama de flujo que resume el algoritmo implementado se presenta en la
Figura 23. En este diagrama se representa la manera en que el simulador opera
internamente basados en los parámetros previamente definidos y utilizando como
base el modelo matemático descrito, además de la utilización de las funciones
propias de MATLAB® que sirven al propósito del simulador.
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Figura 23: Diagrama de flujo del algoritmo implementado para simulación del
sistema bola mas superficie

FUENTE: LOS AUTORES

La Figura 24 ilustra resultados de simulación para p1 (t); es decir, la trayectoria de
posición relativa, en la cual se observa que el único movimiento que se realiza es

43

el de los rebotes sucesivos de la partícula (que a medida que pasa el tiempo
pierde energía) contra la superficie estacionaria.

Figura 24: Simulación para trayectoria solución de posición relativa

FUENTE: LOS AUTORES

La Figura 25 ilustra resultados de simulación para x (t) e y (t); es decir, las
trayectorias de posición absolutas. En esta grafica se observa que aunque se
encuentre incluido dentro de la interacción entre la partícula y la superficie, el
coeficiente de restitución sigue generando choques inelásticos, que a su vez son
mantenidos por el movimiento inherente de la superficie de contacto. También se
observa las distintas ubicaciones de los impactos ocurridos a medida que se
realizaba la interacción.
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Figura 25: Simulación para trayectoria solución de posiciones absolutas

FUENTE: LOS AUTORES
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4 MARCO EXPERIMENTAL Y RESULTADOS
El presente capítulo incluye en detalle los procedimientos y resultados
experimentales y numéricos que permiten caracterizar el comportamiento
dinámico del prototipo experimental y del modelo matemático que fueron
construidos para estudiar el movimiento de una bola que rebota sobre una
superficie rígida (Bouncing - Ball).

4.1

DIAGRAMA ESTROBOSCÓPICO EXPERIMENTAL

En complemento a los desarrollos ilustrados en el capítulo 2, en esta sección se
resume el procedimiento empleado para capturar el comportamiento dinámico del
sistema.
Tomando en cuenta que el evento más importante del movimiento vertical de la
partícula (bola) a partir de su condición inicial es la colisión, o impacto, con la
superficie de contacto, la caracterización del comportamiento dinámico implica la
manera como dichos eventos evolucionan al variar un parámetro del modelo.
Dicho análisis (paramétrico) se efectuó considerando la variación de la frecuencia
de la forzante como parámetro de interés, debido a la relación existente entre
frecuencia y energía, de importancia para diversas aplicaciones en ingeniería (por
ejemplo mecánica, automatización, etc.) y en general en procedimientos que
consideren los efectos de aplicar excitaciones periódicas de tipo sinusoidal en sus
procesos.
Debido a la instrumentación disponible (descrita en anteriores capítulos), los
instantes de colisión se determinaron experimentalmente a partir del análisis
realizado sobre los datos de señal del piezoeléctrico. De esta manera, la derivada
al cuadrado de dichos datos mostró la alteración eléctrica correspondiente al
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movimiento mecánico ejercido por la bola durante el impacto y, a partir de la
comparación entre dicho tiempo y la posición dentro del periodo de la forzante de
excitación, se pudo obtener información gráfica de fase de impacto respecto a la
frecuencia (fase [ti] vs. f [Hz]), para diferentes valores de esta última.
Al procedimiento de graficar puntos de eventos periódicos (o cuasi-periódicos en
nuestro caso) respecto a la variación de un parámetro se le denomina diagrama
estroboscópico, y es una manera de aproximar el comportamiento dinámico de
un sistema complejo a partir de procedimientos experimentales, debido a que no
existen (o existen con muchas restricciones prácticas) teorías exactas para
predecir en forma cerrada las condiciones de estabilidad para sistemas
discontinuos como el analizado (Alzate, 2011). De esta manera, un punto en el
diagrama indica comportamiento periódico puesto que el evento se repite en el
mismo valor. Dos puntos indicarán doble periodicidad pues ocurren dos eventos
repetidos de manera periódica. Un continuo de puntos indica aperiodicidad puesto
que ningún punto se repite de manera regular y por ende no existe estabilidad.
Estados intermedios indican transiciones a regímenes denominados caóticos,
principalmente en el campo de la física y las matemáticas. Al diagrama
estroboscópico también suele denominársele como diagrama de bifurcación.
La Figura 26 muestra el diagrama estroboscópico obtenido tras realizar el postproceso en MATLAB® (descrito en el capítulo 2), a los datos almacenados en MSEXCEL® posterior a su captura experimental mediante LABVIEW®. Observe que
en el eje vertical se indican puntos en una escala correspondiente a valores de
tiempo entre 0 y Tmax [s], siendo:
,
La escala horizontal (con pasos de 0.5 Hz) y por tanto T max = 1/fmin = 0.04 [s].
Dichos puntos corresponden a los eventos (impactos) detectados para cada valor
de frecuencia empleado.
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Figura 26: Diagrama estroboscópico experimental presentando fase de impactos
(vertical) vs. Frecuencia de forzante (horizontal)

FUENTE: LOS AUTORES

Como se observa de la gráfica, algunas regiones poseen menos puntos dispersos
que otras. En particular, de los resultados experimentales se presumen bandas de
muchos puntos seguidas por espacios donde se verifica acumulación en los
extremos. Esto último (por ejemplo para 31.0 Hz) presume periodicidad en el
movimiento de la partícula según se verifica a partir de la Figura 27 donde se
muestran algunos periodos de señal forzante adquirida indicando los impactos
detectados sobre la misma y paralelamente se muestra la señal del piezoeléctrico
correspondiente.
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Figura 27: Evolución de trayectorias experimentales en el tiempo para 31.0 Hz de
frecuencia de forzante mostrando localización periódica de impactos en la señal
sinusoidal de entrada (superior) y la captura de datos del piezoeléctrico (inferior)

FUENTE: LOS AUTORES

En el caso de múltiples puntos (por ejemplo para 41.5 Hz) se presume
comportamiento aperiódico (inestable, caótico) según se verifica a partir de la
Figura 28 donde se muestran algunos periodos de señal forzante adquirida
indicando los impactos detectados sobre la misma y paralelamente se muestra la
señal del piezoeléctrico correspondiente.
Nótese el cambio radical del comportamiento capturado en este pequeño rango de
frecuencias, lo cual ratifica el comportamiento alineal del sistema analizado.
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Figura 28: Evolución de trayectorias experimentales en el tiempo para 41.5 Hz
de frecuencia de forzante, mostrando localización errática de impactos en la
señal sinusoidal de entrada (superior) y la captura de datos del piezoeléctrico
(inferior)

FUENTE: LOS AUTORES

A continuación se buscará capturar cualitativamente el mismo tipo de patrón
mediante análisis numérico aplicado al modelo matemático derivado.
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4.2

DIAGRAMA ESTROBOSCÓPICO NUMÉRICO

Utilizando como base las rutinas computacionales descritas en el capítulo 3, se
realizó una réplica del procedimiento experimental descrito en el numeral 4.1 a
partir de una reproducción artificial en un entorno simulado de las condiciones
reales de operación en el modelo matemático derivado.

Graficando por tanto los tiempos de impacto respecto a los valores de frecuencia
de la forzante (para el mismo rango del experimento, utilizando esta vez un
diferencial de cambio mayor correspondiente a 0,005 Hz), se obtuvo el diagrama
estroboscópico (o de bifurcación) presentado en la Figura 29 donde se observa
una reproducción del patrón de comportamiento irregular exhibido en el diagrama
experimental de la Figura 26, seguido por ventanas intermitentes donde se
presumen comportamientos periódicos.

Figura 29: Diagrama estroboscópico numérico presentando fase de impactos
(vertical) vs. Frecuencia de forzante (horizontal)

FUENTE: LOS AUTORES
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Por tanto a partir del diagrama es posible determinar regiones periódicas (por
ejemplo a 31.3 Hz como se ilustra en detalle en la Figura 30) según se verifica a
partir de la Figura 31, donde se muestran algunos periodos de señal forzante
simulada junto con las trayectorias de la partícula indicando los impactos con
comportamiento regular (periódico) detectados sobre la misma.

Figura 30: Detalle de diagrama estroboscópico numérico para regiones periódicas

FUENTE: LOS AUTORES

Figura 31: Evolución de trayectoria simulada en el tiempo para 31.3Hz de
frecuencia forzante mostrando la señal sinusoidal de entrada, la trayectoria de la
partícula (bola) y la detección de colisiones con comportamiento regular
(periódico)

FUENTE: LOS AUTORES
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En contraste existen también zonas de comportamiento errático (por ejemplo para
40.1 Hz) según se observa en la Figura 32 donde se muestran algunos periodos
de señal forzante simulada junto con las trayectorias de la partícula indicando los
impactos aperiódicos detectados sobre la misma.

Figura 32: Evolución de trayectorias simuladas en el tiempo para 40.1 Hz de
frecuencia de forzante, mostrando la señal sinusoidal de entrada, la trayectoria de
la partícula (bola) y la detección de colisiones con comportamiento irregular
(aperiódico)

FUENTE: LOS AUTORES

De esta manera se verifica la captura del comportamiento cualitativo del prototipo
experimental a partir de los resultados de análisis numérico sobre el modelo,
verificando la validez del mismo.

La diferencia cuantitativa, se justifica ante todo en la complejidad de la dinámica
representada en la discontinuidad de las trayectorias y los errores de medición
inherentes del procedimiento experimental, al igual que por posibles dinámicas no
modeladas (principalmente relacionadas con efectos de fricción).
En el anexo B1 se presenta el ajuste realizado al coeficiente de restitución “r”,
parámetro fundamental para lograr una equivalencia cuantitativa entre resultados
experimentales y numéricos. También en el anexo B2 se presenta el
procedimiento para determinar la fase del impacto respecto al periodo de la
forzante.
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4.3

DISCUSION DE RESULTADOS

Los resultados obtenidos del prototipo experimental se atribuyen en parte a la
selección de los materiales utilizados para su construcción, ya que estos tenían
que cumplir con los requerimientos (por ejemplo garantizar la verticalidad del
rebote) y enfrentarse a diversos factores inherentes a la elaboración del prototipo
(fricción, vibración, ruido, peso, etc.) Una vez fueron garantizadas las condiciones
óptimas para que la experimentación sea llevada a cabo, es necesario realizar
pruebas que verifiquen que las elecciones hechas hasta el momento sean
satisfactorias. Esas pruebas conllevan la variación de los diversos parámetros bajo
los cuales está regido el sistema físico como por ejemplo:

La frecuencia y amplitud dadas por el generador: la amplitud fue un factor
fundamental a tener cuenta ya que fue necesario garantizar que la onda
seno inyectada no se deforme por exceso de amplitud. Además las bajas
frecuencias utilizadas generaban vibraciones en vez de ruido, garantizaban
rangos de rebotes utilizables y permitían que en el piezoeléctrico solo se
registraran los datos relevantes para el sistema.
Tarjeta NI USB 6212: Cuando se utiliza este tipo de tarjeta hay que tener
en cuenta que ,aparte de su configuración básica por medio de software,
parámetros como el tipo de conexión (RSE, NRSE, DIFERENCIAL) y
tiempo de muestreo son de suma importancia ya que pueden comprometer
la veracidad de los datos.

Una vez se realizaron dichas pruebas era concerniente, a la vez que se
desarrollaba el proyecto, realizar comparaciones entre los resultados cuando era
posible. Dado que en las primeras fases del proyecto faltaban detalles por
determinar (funcionamiento interno del simulador y adquisición de datos) los
resultados no eran los esperados.
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Desde un comienzo era claro que era necesario que dentro del simulador se
ejecutara una rutina que fuera eficiente y precisa (el simulador tiene una precisión
en los datos de 1x10-7), lo que al principio fue implementado con sencillas
operaciones matemáticas y ciclos. Pero debido al conocimiento adquirido en un
curso previo de simulación, se utilizaron funciones de MATLAB® (ODE45 y
ODE15S) que permitía la resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias con
condiciones iniciales, lo cual no solo aumentaba la eficiencia, sino la practicidad
del simulador.

Al mismo tiempo se comprobaba que en las pruebas anteriormente mencionadas
existía un comportamiento que no encajaba en las comparaciones con el
simulador. Fue allí cuando se estableció un tiempo de 60 segundos, que permitía
al sistema eliminar el comportamiento transitorio inherente al sistema, y permitir un
rango de datos en el que la comparación fuera más precisa. Junto con el proceso
para la identificación correcta de los datos (impactos) mediante el piezoeléctrico y
su posterior tratamiento mediante los software LabView®, MATLAB® Y EXCEL®,
se implementó en el simulador una segunda función que permitía la detección de
eventos según determinadas condiciones.

En este punto en el que ambos aspectos del prototipo se encontraban en
condiciones óptimas, era ocasión para comparar los resultados obtenidos, pero
debido a que las graficas generadas que mostraban impactos , trayectorias y
demás información de importancia eran generadas en ambientes distintos ( por
ejemplo las señales generadas por el prototipo experimental estaban dadas en
mili voltios-tiempo mientras que en el simulador estaban dadas por altura-tiempo),
sus criterios de comparación no eran óptimos. El método escogido para realizar el
análisis del comportamiento del sistema fue mediante gráficas de fase de impacto
respecto a la frecuencia (fase [ti] vs. f [Hz]).Este método permitía trabajar con la
información disponible (tiempos de impactos, frecuencias) que era común en
ambos aspectos del prototipo.
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5. CONCLUSIONES

Se diseñó y construyó un prototipo de laboratorio para osciladores con
impactos del tipo: "Bouncing-ball".

Se obtuvo un modelo matemático que permitió capturar cualitativamente la
información dinámica del prototipo.

Se verificó experimentalmente el comportamiento dinámico periódico y los
regímenes de aperiodicidad predichos por el modelo.

La diferencia cuantitativa de los resultados se justifica ante todo en la
complejidad de la dinámica representada por la discontinuidad de las
trayectorias, al igual que debido a dinámicas no modeladas relacionadas
con efectos de fricción.
El análisis paramétrico realizado y la posterior realización de diagramas
estroboscópicos basados en la información recolectada en el prototipo
Bouncing – Ball, evidencia que la utilización de modelos no convencionales
que abordan sistemas con dinámicas discontinuas permiten realizar un
análisis satisfactorio de

sistemas con condiciones que cambian

rápidamente.
La utilización de conocimientos adquiridos previamente relacionados con el
las características técnicas del prototipo completo facilito su implementación
y continuo mejoramiento, aunque la inclusión de análisis paramétrico y
diagramas de bifurcación brindo una visión completamente distinta sobre el
análisis de sistemas dinámicos.
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5.1

TRABAJO FUTURO

En complemento a las actividades y desarrollos ejecutados en el presente trabajo
de grado, se proponen las siguientes actividades complementarias:
Ajuste de parámetros para replicar cuantitativamente el comportamiento del
experimento por parte del modelo.

Análisis y diseño de técnicas de control para manipular la trayectoria de la
partícula a partir de cambios en los parámetros de la forzante del sistema.
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Anexo A
A.1 Descripción de los parámetros de la función de integración
ODE15s
ODE15S:

[TOUT, YOUT] = ODE15S (ODEFUN, TSPAN, Y0) con TSPAN = [T0

TFINAL] integran el sistema de ecuaciones diferenciales y' = f (t, y) desde el
tiempo T0 hasta TFINAL con condiciones iniciales Y0. ODEFUN es una función
auxiliar. Para un escalar T y un vector Y, ODEFUN (T, Y) debe devolver un vector
columna que corresponda a f (t, y). Cada fila en la matriz solución YOUT
corresponde a un tiempo devuelto en el vector columna TOUT. Para obtener
soluciones en

tiempos específicos T0, T1,..., TFINAL (todos crecientes o

decrecientes), use TSPAN =

[T0 T1... TFINAL]. (http://www.mathworks.com/)

Figura 33: Diagrama de flujo de la utilización de la función ODE15s

FUENTE: LOS AUTORES
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A.2

Localización de eventos mediante la propiedad “event”

La función odeset (.) permite ajustar los parámetros de integración de la función
escogida para resolver el problema de valor inicial propuesto. De especial atención
entre las diversas opciones que ofrece esta función, se encuentran las siguientes
propiedades:

CONTROL DE ERROR
OPCIONES PARA DATOS DE SALIDA DEL ALGORITMO
TAMAÑO DEL PASO
LOCALIZACION DE EVENTO
MATRIZ JACOBIANA
MATRIZ DE MASA Y PROPIEDADES DE DAE.
De ellas, la propiedad de localización de eventos “Event Location Property”
permite detectar instantes en los cuales se satisface alguna condición en las
variables integradas. En algunos problemas con ODE los tiempos de eventos
específicos son importantes tales como el tiempo en el que una bola golpea el
suelo, o el tiempo en el que una nave espacial vuelve a la tierra. Mientras que se
desarrolla el problema, los solucionadores de ODE pueden detectar tales eventos
localizando la transición desde, hacia o a través de ceros o funciones definidas por
el usuario.

Gracias a esta herramienta la función ODE15S de MATLAB® es modificada para
que detecte los impactos (que de ahora en adelante serán llamados eventos) en
los cuales la diferencia de posiciones entre la partícula y la superficie sea 0 (cero).
Para que esto es necesario modificar los parámetros de la función Events:
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Events: la función es de la forma:

[Value, isterminal, direction] = events (t, y)

Value, isterminal, y direction son vectores de los cuales el i-ésimo elemento
corresponde a la i-ésima función de eventos. Value (i) es el valor de la i-ésima
función de eventos. Isterminal (i) = 1 si la integración va a terminar en un cero de
esta función de eventos, sino será 0. Direction (i) = 0 si todos los ceros van a ser
localizados (predeterminado), +1 si solo los ceros donde la función de eventos
aumenta, y -1 si solo los ceros donde la función de eventos disminuye.
(http://www.mathworks.com/)
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ANEXO B
B.1

Procedimiento para cálculo de “r”

El coeficiente de restitución (r) es uno de los parámetros fundamentales que
permiten el desarrollo de los modelos numéricos y físicos de los experimentos del
tipo “Bouncing - Ball”. Dicho coeficiente nos permite definir qué tan elástica es una
colisión. Para nuestro caso la determinación de este parámetro se realizó de
manera experimental. El problema de estimar “r” experimentalmente ha sido
discutido en un gran número de documentos en la literatura de sistemas con
impactos basados en experimentos del tipo “Bouncing - Ball”. El enfoque más
básico es considerar “r” como un coeficiente constante, aunque en la práctica es
bien conocido que es una función desconocida de la velocidad de impacto (Alzate,
2011).

Como aproximación para el cálculo del coeficiente de restitución se tomó un marco
referencia en el cual la superficie horizontal, plana y rígida no posee ninguna clase
de movimiento mientras la partícula rebota contra ésta, partiendo del reposo en
caída libre.

Figura 34: Procedimiento experimental del rebote de la partícula sobre una
superficie plana

FUENTE: LOS AUTORES
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Para aproximar el valor de r, se realizaron 5 pruebas en las cuales la partícula se
dejó caer desde una altura inicial conocida (h0 =100 cm) para generar en el rebote
una altura h1, con lo cual el valor del coeficiente se estima a partir de la fórmula
(Garrido Castro, 2012):
(B.1)

Los valores para la altura h1 obtenidos en las pruebas consecutivas se incluyen en
la Tabla 1. Por tanto, a partir de dicha información y empleando la ecuación (B.1)
el valor para “r” obtenido experimentalmente fue 0,74.

Tabla 1: Valores de h1 para el cálculo de “r”

PRUEBA 1

PRUEBA 2

57 cm

53 cm

PRUEBA 3

PRUEBA 4

55 cm

50 cm

PRUEBA 5
57 cm

PROMEDIO
54,67 cm

FUENTE: LOS AUTORES

B.2

Función mod (.) de Matlab® para cálculo de fase de impactos

Respecto a la fase de los impactos obtenidos, esta operación es realizada con
base en el módulo entre el periodo de la señal forzante (1/f) y el valor de tiempo en
el que ocurre un impacto. Esta operación está definida en MATLAB® mediante la
siguiente estructura:
M = mod(X, Y)
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(B.2)

Donde M es el módulo de X respecto a Y, o en otras palabras la cantidad de veces
que Y divide exactamente a X. Para nuestro caso se busca encontrar la cantidad
de periodos (Y) contenidos en el tiempo de impacto (X). Por ejemplo si la
frecuencia es 25Hz (Y = 0.04 [s]) y un impacto ocurre en X = 0.18 [s], entonces su
fase corresponderá a 180° de la onda sinusoidal correspondiente a dicha forzante,
representando en tiempo M = 0.02 [s]. (LOS AUTORES)
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